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1 Lgsning og mindste kvadraters Igsninger af line-
re ligningssystemer

1.1 Disposition
1. Lineger ligningssystem
2. ERO’er
3. Rackkeazkvivalens
4. REF/RREF
5. Theorem 1.2.1
6. Mindste Kvadret

7. Theorem 5.3.1

1.2 Udspecificering

Def. Linesere ligningssystemer

Et linezert ligningssystem er et system af m ligninger i n ubekendte,
hvor disse kan skrives som:

a1z + a9 + ... + a1pT, = by

a1 1 + a2 + ... + a2nTy = bo

Am1T1 + Amaxa + ... + GmnTn = bm

Disse systemer kan s& ogsa skrives pa matrix form saledes:

[sS

z=0

Hvor lgsningsmeengden for systemet er de z for hvilket systemet er
konsistent. Hvis systemet ingen lgsning har er lgsningsmaengden tom
- det siges derfor systemet er inkonsistent. Hvis lgsningsmeengden in-
deholder en eller flere lgsninger, sa siges systemet at veere konsistent.

Def. Elementere raekkeoperationer (ERO)
Vi kan udfegre reekkeoperationer pa rsekkerne i disse linzeere lignings-
systemer:

I: Ombytning Bytte om pa to rackker
IT: Skalering Gange med en skalar (a # 0)



Def.

Def.

Def.

Thr.

III: Addition Laegge en rackke til en anden
Ingen af disse sendrer lgsningsmeengden.

Rakkesekvivalens
To ligningssystemer er raekkesekvivalente safremt de har samme lgs-
ningsmangde for samme saet af variabler.

(A[b) ~ (H]c)

z er derved lgsningen til begge matricer (safremt et sadant = eksiste-
rer).

Rakkeechelon (REF)
For en matrix pa REF galder:

1. Forste ikke-nul element i hver rackke er 1
2. Hver raekke har flere foranstillede nuller end den foregaende
3. Alle nul-raekker er nederst

1’erne fra regel-1 kaldes Pivot’er. Processen, der fgrer en matrix A pa
REF kaldes Gauss-elimination.

Reduceret REF
For en matrix pa RREF galder:

1. Er pa REF
2. Hver pivot er eneste ikke-nul element i s@jlen.
Theorem 1.2.1

Et m x n homogent system af linezere ligninger har en ikke-triviel lgs-
ning hvis n > m.

Bevis. Theorem 1.2.1

Et homogent system er altid konsistent. REF formen af matricen har
hgjst m ikke-nul reekker. Derved er der ogsa maksimalt m pivoter.
Siden der er n variabler i det hele og n > m, sa& ma der veaere en eller
flere frie variabler. De frie variabler kan derfor bliver givet arbitraere
veerdier og for enhver veerdi af de frie variabler er der en lgsning til
systemet.

O



Def.

Thr.

Mindste kvadraters

Mindste kvadrater er en metode vi bruger til at lave et best fit af en
given maengde data, sadledes at man kan strukturerer disse som eksem-
pelvis en ret linje eller noget tilsvarende.

Givet et m x n linegert ligningssystem Az = b med m > n (Overdeter-
mineret), sa kan vi ikke generelt forvente at finde et = € R™ for hvilket
Az giver b. Derfor, hvis b € R™, s for ethvert x € R™ kan vi forme et
residual:

r(x) =b— Ax

Distancen mellem b og Az er givet ved:

1o — Azl = ||r(z)]]

Hvor vi gnsker at finde en vektor z € R"™ for hvilket ||r(x)|| vil veere
minimal. En vektor & der ggr dette siges at vaere en mindste kvadra-
ters lgsning til systemet Ax = b.

Hvis & er en mindste kvadraters lgsning til systemet Ax = bogp = AZ,
sa er p den vektor i sgjlerummet for A der er teettest pa b. Det fglgende
theorem garanterer at en sadan teetteste vektor p ikke blot eksisterer,
men er unik:

Theorem 5.3.1
Lad S C R™ og b € R™. Da er projektionen p af b pa S det naermeste
punkt pa b i S. Altsa:

o=yl > [[b—plvy #pe S

Projektionen p € S vil dog kun veere teettest pa b € R™ hvis b—p € S+,

Bevis. Theorem 5.3.1

Vi ved at R™ = § @ S+ og saledes kan enhver b € R™ skrives unikt
som summen:

b=p+=z

hvor p € S og z € S+. Hvis y er ethvert andet element af S, sa geelder
der:

16— yll* =l —p) + (0 — I



Siden p—y € Sogb—p =z € St, sa folger det af Pythagoras’ lov,
at:
16— ylI* = [Ib—pl[> + [lp — yl[

Derved far vi

16—yl > b — pl]
Altsa, sa hvis p € S og b—p € S*, sa er p elementet i S der er taettest

pa b.
Alternativt hvis g € S og b — q ¢ S, s er p # q og:

16— pl[ > 16— 4l



2 Vektorrum og underrum
2.1 Disposition

1. Vektorrum

2. Underrum

3. Spanning set

e

Basis

5. Theorem 3.3.1
6. Theorem 3.4.1
7. Theorem 3.4.3

2.2 Udspecificering

Def. Vektorrum
V er en maengde af vektorer, hvor addition og skalarmultiplikation er
defineret. Der geelder fglgende axiomer:

1. Vektoraddition er associativ
Vu,v,w € Viu+ (v+w) = (u+v)+w
2. Vektoraddition er kommutativ
Yo,weViv+w=w+uv
3. Vektoraddition har en additionsidentitet
Nullvektoren 0 der giver os: v+ 0 =1wv
4. Vektoraddition har additive inverser
YweViv+(-v) =0
5. Skalarmultiplikation er disbributiv
Vae FAv,we V:alv+w)=av+ aw
Va,be FAveV: (a+bv=av+b
6. Skalarmultiplikation er kompatibel med multiplikation i legemet
af skalarer
Va,b e FAv e V:a(by) = (ab)v
7. Skalarmultiplikation har et identitetselement
Vv € V: 1lv = v (Hvor 1 kaldes den multiplikative identitet i
)

Def. Elementare egenskaber ved vektorrum
Lad V veere et vektorrum, sa gaelder folgende egenskaber:



Def.

Def.

Def.

Def.

Thr.

1. Nulvektoren 0 € V' er unik
Hvis 01 og 02 var nulvektorer, sa galdte der: 02 +v = v og
01 +v = v og derved 0; = 03 = 0.
2. Skalarmultiplikation med 0 giver nulvektoren O.
Vv € V: 0v =0 (hvor 0 er den additionsidentiteten)

3. Skalarmultiplikation med nulvektoren giver altid nulvektoren
Va € F: a0 = 0 (hvor 0 er nulvektoren)

4. Ingen andre skalarmultiplikationer giver nulvektoren
Vi har av = 0 hvis og kun hvis a = 0 eller v = 0 - altsa ingen
andre skalarmultiplikationer kan give nulvektoren.
5. Den additive invers —v af en vektor v er unik
Hvis wy og wy er additive inverser af v € V,sa er v+w; =0
og v+ wg = 0 sa derved er wy = wy = —v
6. Skalarmultiplikation med —1 giver den additive invers af vektoren

Vv € V: —1v = v hvor 1 er den multiplikative identitet i F

7. Negering flyttes frit
Vae FAveV:(—a)v=a(-v) =—(av)

Underrum
Lad S C V hvor S er et underrum af V, safremt det er lukket under
addition og skalarmultiplikation:

1. Hvis u,v € S, sa gaelder der: u+v € S
2. Hvisa e FAv € S, sa geelder der: av € S

Spanning set
Seettet {vi, va,...,un} er et spanning set for V hvis enhver z € V kan
skrives som en lineser kombination af vektorerne i spanning saettet.

Basis
Seettet {vi,v,...,un} er en basis for V hvis disse er indbyrdes linesert
uafheengige og spanner V.

Linezer uafthaengighed

Et seet {vi,v2,...,u,} af vektorer er linesert uatheengige safremt der
geelder at cqvy + covg + ... +c3v, = 0 kun har den trivielle lgsning hvor
¢ = 0 for alle c¢. Hvis der derimod eksisterer et ¢ # 0, sa er vektorerne i
stedet linezert afheengige, da en kan skrives som en linear kombination
af de andre.

Theorem 3.3.1
Lad z4, zy, ..., z,, veere vektorer i R" oglad X = (z1, ..., Z,). S& gaelder



der, at vektorerne x,, x,, ..., x,, vil veere linesert afhaengige hvis og kun
hvis X er singuleer.

Bevis. Theorem 3.3.1
Vi har en ligning:

121 + o2 + ... + ¢y =0

som kan blive omskreven til en matrice:

1>

c=0

Denne ligning vil sa have en ikke-triviel lgsning hvis og kun hvis X er
singuleer. Dette skyldes, at hvis X ikke er singuleer, s kan man gange
X! pa begge sider hvorved man far X 'Xc¢ = 0X~! som sa bliver
¢ = 0, safremt X ikke er singuleer. Altsa vil x1,...,2, veere linesert
afhaengige hvis og kun hvis X er singuleer. O

Thr. Theorem 3.4.1
Hvis {v;, vg, ..., v,,} er et spanning set for V, sa er ethvert seet af m > n
vektorer linesert afthaengige.

Bevis. Theorem 3.4.1
Lad wy,...,u,, veere et st af vektorer i V, hvor m > n. Sa siden
vy, ..., 0, spanner V, sa har vi:

n
U; = g Qijl;
Jj=1

Hvor en lineser kombination af disse u’er kan skrives som:

m n n m
E Cill; = E ¢ E aijV; = E E aijCi | V5
; —

i=1 i j=1 j=1 \i=1

Hvis vi sa ser pa fglgende ligningssystem, taget fra det ovenstaende:

m
Zaijci =0 for ] = 1,2, e n
=1

Sa ses her at der er feerre ligninger end ubekendte, sa dette betegner
altsa et homogent ligningssystem med flere ubekendte end ligninger

10



Thr.

og ifglge theorem 1.2.1 betyder dette at der ma veere en ikke-triviel

/

lgsning {c}, ..., ¢}, }T hvor nogle af disse ma veere ulig 0.

Indsaettes dette 1 udtrykket ovenfor, sa far vi:

n

/ / /

clul + Coug + ... + CpUm = g 0v; =0
J=1

Ifplge definitionen for lineser atheengighed ma wug, ..., u,, derfor veaere

lineser atheengig.
O]

Theorem 3.4.3
Lad V veere et vektorrum af dim(V) = n > 0. Ethvert spanning set
der indeholder m > n vektorer kan transformeres til en basis for V.

Bevis. Theorem 3.4.3

Seetning 3.4.1 giver os, at uy, ..., u,, er linesert afhsengig. Derfor kan i
hvert fald en vektor u,,, skrives som en lineser kombination af de gvrige.
Saledes kan wu,, elimineres fra seettet og de gvrige m — 1 vektorer vil
staidg veere frembringere for V. Saleenge m — 1 > n gentages dette og
nar m < n vil u, ...,u,, veere en basis for V.

O

11



3 Linezer uafhesengighed

3.1

1.

[\

o

3.2

Def.

Def.

Def.

Thr.

Disposition

Lineser uafheengighed

. Spanning set

Basis
Theorem 3.3.1

Theorem 3.4.1

Udspecificering

Linezer uafhangighed

Et seet {vi,v2,...,vn} af vektorer er linesert uafheengige safremt der
geelder at civ1 + cov2 + ... +c3v, = 0 kun har den trivielle lgsning hvor
¢ = 0 for alle c¢. Hvis der derimod eksisterer et ¢ # 0, s& er vektorerne i
stedet linezert athaengige, da en kan skrives som en linear kombination
af de andre.

Spanning set

Seettet {vi, va,...,un} er et spanning set for vektorrummet V hvis en-
hver £ € V kan skrives som en lineser kombination af vektorerne i
spanning saettet.

Basis
Seettet {v1, v, ...,un} er en basis for V hvis disse er indbyrdes linesert
uafheengige og spanner V.

Theorem 3.3.1

Lad z1, g, ..., z,, veere vektorer i R" oglad X = (x1,...,xp). Sa geelder
der, at vektorerne z, zs, ..., z,, Vil veere linezert afhaengige hvis og kun
hvis X er singulaer.

Bevis. Theorem 3.3.1

Vi har en ligning:

121 + a2 + ... + ¢y =0

som kan blive omskreven til en matrice:

\1><
I
o



Thr.

Denne ligning vil s& have en ikke-triviel lgsning hvis og kun hvis X er
singuleer. Dette skyldes, at hvis X ikke er singuleer, s kan man gange
X~ pa begge sider hvorved man far X' X¢ = 0X ! som sa bliver
¢ = 0, safremt X ikke er singuleer. Altsa vil x1,...,2, veere linesert
afhaengige hvis og kun hvis X er singuleer. O

Theorem 3.4.1
Hvis {v;, vg, ..., v,,} er et spanning set for V, sa er ethvert seet af m > n
vektorer linezert afhaengige.

Bevis. Theorem 3.4.1

Lad wy,...,u,, veere et st af vektorer i V, hvor m > n. Sa siden
vy, ..., 0, spanner V, sa har vi:

n
u; = E Qijl;
Jj=1

Hvor en lineser kombination af disse u’er kan skrives som:

m m n n m
d ey =Y e D aiy| | =D 1D age | v
i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1

Hvis vi sa ser pa fglgende ligningssystem, taget fra det ovenstaende:

m
Zazjci =0 for ] = 1,2, N
=1

Sa ses her at der er feerre ligninger end ubekendte, sa dette betegner
altsa et homogent ligningssystem med flere ubekendte end ligninger
og ifglge theorem 1.2.1 betyder dette at der ma veere en ikke-triviel
lgsning {c}, ..., ¢}, }T hvor nogle af disse mé vzere ulig 0.

Indsaettes dette i udtrykket ovenfor, sa far vi:

n

/ / /

cui +cug + ...+ CpUum = E 0v; =0
j=1

Ifplge definitionen for lineser atheengighed ma wuq, ..., u,, derfor vaere

lineser afheengig.
O

13



4 Basis for vektorrum; koordinatisering

4.1

—_

[\

3.

ot

4.2

Def.

Thr.

Disposition
Ordnet basis

Theorem 3.3.1
Theorem 3.4.1

Korollar 3.4.2

. Koordinatvektor

Udspecificering

Ordnet basis

Seettet {b1,b2,...,b,} er en basis for V hvis disse er indbyrdes linesert
uafhaengige.

Normalt er reekkefglgen hvorved vektorer fremgar i en basis irrelevant,
men i visse tilfeelde kan det vaere ngdvendigt at have dem ordnet:
[b1, b2, ...by]. (Hvilket det bl.a. er for koordinatisering).

Theorem 3.3.1

Lad z1, g, ..., z,, veere vektorer i R" oglad X = (z1,...,z,). Sa geelder
der, at vektorerne z, zs, ..., x,, vil veere lineeert afhaengige hvis og kun
hvis X er singuleer.

Bevis. Theorem 3.3.1

Thr.

Vi har en ligning:

121 + o2 + ... + iy =0

som kan blive omskreven til en matrice:

1<

c=0

Denne ligning vil sa have en ikke-triviel lgsning hvis og kun hvis X er
singuleer. Dette skyldes, at hvis X ikke er singuleer, s& kan man gange
X~ pa begge sider hvorved man far X' X¢ = 0X ! som sa bliver
¢ = 0, safremt X ikke er singuleer. Altsa vil z4,...,x, veere linesert
afhaengige hvis og kun hvis X er singuleer. O

Theorem 3.4.1
Hvis {v;, vg, ..., v,,} er et spanning set for V, sa er ethvert seet af m > n
vektorer linezert atheengige.

14



Bevis. Theorem 3.4.1

Thr.

Lad wuy,...,u,,
Vi, ..., U, spanner V, sa har vi:

n
u; = E Qaijl;

J=1

Hvor en lineser kombination af disse u’er kan skrives som:

m

=1 i=1

m n n m
5 %:5 ¢ 5 aijv; =§ E aijci | v;
i=1 j=1

Jj=1

veere et seet af vektorer i V, hvor m > n. Sa siden

Hvis vi sa ser pa fglgende ligningssystem, taget fra det ovenstaende:

m
Zaz’jCi =0 forj=1,2,...n
i=1

Sa ses her at der er faerre ligninger end ubekendte, sa dette betegner
altsd et homogent ligningssystem med flere ubekendte end ligninger
og ifglge theorem 1.2.1 betyder dette at der ma veere en ikke-triviel

lgsning {c}, ..., ¢, }T hvor nogle af disse ma veere ulig 0.
Indsaettes dette i udtrykket ovenfor, sa far vi:

n

/ / /

Ccluy + CoUg + ... + Cp Uy = g OQj =0
j=1

Ifglge definitionen for lineser atheengighed ma wy, ..., u,, derfor vaere

lineser afheengig.

Korollar 3.4.2

O

Hvis {v1,...,vn} og {u1,...,um} begge er basiser for et vektorrum V,

sa er n = m.

Bevis. Korollar 3.4.2

Lad v1,vg, ..., v 0g U1, U2, ..., Um begge veere basiser for V. Siden vy, vy, ...

spanner V' og ui, U, ..., U, er linaert uafheengige, sa folger det af The-
orem 3.4.1 at m < n. Ved samme logik, sa da uq,us, ..., Uy, spanner V'
0g V1, V2, ..., Up er linezert uafhaengige, sa siger Theorem 3.4.1 at n < m

- altsa ma n = m.

15
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Def. Koordinatvektor
Lad V veere et vektorrum og lad F = m, V2, ,vi] vaere en ordnet
basis for V. Hvis v er et givent element af V', sa kan v skrives pa formen:

U= c101+ cu + o+

hvor ¢1,co, ...., ¢, er skalarer. Nu kan vi sa associere enhver vektor v
med en unik vektor ¢ = (c1,ca,....cy)T i R™. Denne vektor ¢ kaldes
koordinatvektoren for v ift. den ordnede basis FE og skrives:

[v] g

¢;’erne kaldes sa koordinaterne for v relativt til E.

Hvis et vektorrum V' har dim(n), sa kan V' koordinaseres sa den “ef-
terligner” R™. Vi kan dermed arbejde med koordinatiseringen med
samme veerktgjer som ved rummet R"™.

16



5 Matricer og linesere transformationer
5.1 Disposition

1. Linesre transformationer

2. Kernel

3. Billede & Range

4. Theorem 4.1.1

5. Theorem 4.2.1

5.2 Udspecificering

Def. Lineser transformation

En afbilleding L fra et vektorrum V til W kaldes en lineser transfor-
mation hvis:

L(avy + fvg) = aL(vi) + BL(v2)

Vo, € VAa,BeF.

En lineser transformation fra V til W skrives:
L:V—-W

Af definitionen for linesre transformationer fglger desuden:

L(0,) = 0
L(Z a;v;) = ZaiL(vl)
i=1 i+1
L(—v) = —L(v)

Def. Kernen

Kernen er alle de vektorer v for hvilket L(v) giver nulvektoren. Eller
skrevet mere matematisk:

Lad L : V — W. Da er kernen af L:

ker(L) = {v € V|L(v) = 0y}

17



Def. Billedet/Range
Lad L : V — W vere en lineser transformation and lad S veere et
underrum af V. Billedet af S, skrevet som L(S), er defineret som:

L(S) ={w € W|w = L(v) for nogle v € S}
Billedet af et komplet vektorrum, L(V'), kaldes for range af L.

Thr. Theorem 4.1.1
Hvis L : V' — W er en linezer transformation og S er et underrum af
V', sa galder der:

(i) ker(L) er et underrum af V.
(ii) L(S) er et underrum af W.

Bevis. Theorem 4.1.1
Det er trivielt at ker(L) er ikke-tom, siden nulvektoren 0, er i ker(L).
For at bevise (i) ma vi bevise at ker(L) er lukket under skalarmulti-
plikation og addition af vektorer. Hvis v € ker(L) og « er en skalar,
sa geelder der:

L(av) = aL(v) = a0y = 0y

Derfor geelder der, at av € ker(L). - Altsa at ker(L) er lukket under
skalarmultiplikation.
Hvis vy, v9 € ker(L), sa geelder der:

L(’Ul + 1)2) = L(’Ul) + L(Ug) = 0y + 0y = 0y

Derfor geelder der, at v; + vy € ker(L) - ergo, ker(L) er et underrum
af V.

Beviset for (i4) minder om det foregaende. L(S) er ikke-tom da 0,, =
L(0,) € L(S). Hvis w € L(S), sa er w = L(v) for nogle v € S. For
ethvert skalar a gaelder der:

aw = aL(v) = L(aw)

Siden av € S, sa fplger det at aw € L(S) - ergo er L(S) lukket under
skalarmultiplikation. Hvis wy,wy € L(S), sa eksisterer der vektorer

18



v1,v € S sadan at L(v1) = wy og L(vy) = wa. Altsa geelder der:

w1 + wy = L(Ul) + L('UQ) = L(Ul + 'UQ)
Ergo er L(S) lukket under addition. O

Thr. Theorem 4.2.1
Hvis L er en lineser transformation der afbilder R™ ind i R™, sa eksi-
sterer der en m x n matrix A saledes at:

L(z) = Az

for enhver x € R™. Faktisk er den j’'te sgjlevektor af A givet ved:

a;=L(g;) forj=12,..,n

Bevis. Theorem 4.2.1
For j =1,...,n defines:

og matricen A dannes ved:

é = (aij) = (QhQQ? "'?Qn)

Hvis & = z1e; + x2e9 + ... + xne,, er et arbitreert element af R", sa
geelder der:

L(z) = x1L(e;) + w2 L(ey) + ... + xnL(e,,)
= T10q + T2y + ... + Tpa,

I

T2
= (QDQQ? "'agn)

In

= Ao

19



6

6.1

1.
2.

6.2

Def.

Determinanter
Disposition
Determinant

Egenskaber ved determinanter

. Theorem 2.1.2
. Theorem 2.2.2

. Theorem 2.3.1

Udspecificering

Determinant

For enhver n x n matrix A er det muligt at associere en scalar det(A),
der bl.a. kan fortalle os om en matrice er singulzer.

Determinanten for en n x n matrice A udregnes forskelligt for n = 1
og n > 1. For n = 1 er determinanten blot indgangen a1, hvor for
n > 1 er det:

det(A) = a11 A1 + a12Ai12 + ... + a1, Aln

Hvor A;;’erne kaldes cofacterne:

Ayj = (=) det(My)

Forj=1,...,n.

Matricen M;; kaldes minor af A og er A uden den i'te rackke og j'te
sgjle. Her har vi valgt at udvikle efter fgrste raekke, men vi kunne sag-
tens have valgt at udvikle efter en anden rakke eller sgjle.
Udregning af determinanten skrives op saledes:

b

@ﬂAy:; ;

‘:ed—fb

En matrice A er invertibel safremt det(A) # 0.

Note. Egenskaber ved determinanter

Der galder en raekke egenskaber for determinanter, som alle kan ggre
det lettere at udregne determinanten for en given matrice. Disse er:
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Thr.

e For enhver n x n matrix A har vi det(A) = det(AT)

e Hvis en matrice er triangulser kan determinanten findes ved blot
at finde produktet af diagonalelementerne.

e Hvis to rackker af en n x n matrix byttes om, sa bliver det(A) til
—det(A).

e Hvor to raekker el. sgjler af en n x n matrix er ens, sa er det(A) =
0.

e Hvis en rackke ganges med en skalar r bliver determinanten rdet(A)
e Hvis et multiplum af en reekke bliver adderet til en anden raekke,

sa forbliver determinanten den samme.

Theorem 2.1.2 (det(A) = det(AT))
Hvis A er en n x n matrix, si er det(AT) = det(A).

Bevis. Theorem 2.1.2 Vi beviser vha. induktion. At basistilfzeldet geelder

Thr.

ses nemt, da vi her har en 1 x 1 matrix, som derfor ngdvendigvis ma
vaere symmetrisk hvorved det(AT) = det(A).

Hvis vi som induktionshypotese sa antager at resultatet ogsa geelder
for k x k, sa skal vi blot i vores induktionsskridt se pa om det holder
for K+ 1 x k + 1. Vi starter med at lave cofactor-expansion pa fgrste
rackke af vores nye A:

det(A) = andet(MH) — algdet(Mm) 4+ —... + a17k+1d€t(M1’k+1)

Siden M;;’erne ma veere k x k matricer, sa fplger det af induktionshy-
potesen at:

det(A) = ardet(M{}) — arpdet(Miy) + —... £ ay pp1det(M{ )
Som det ses er vores cofactor-expansion af fgrste raekke af A nu blot

lig med cofactor-expansion af forste spjle af AT, Derved ma der gaelde:

det(AT) = det(A)

Theorem 2.2.2
En n x n matrix A er singuleer hvis og kun hvis:

det(A) =0
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Bevis. Theorem 2.2.2
Matricen A kan blive reduceret til REF vha. et endeligt antal elemen-
teere rackkeoperationer. Altsa:

U= EwEp1..E1A

hvor U er i REF og F;’erne er elementaermatricer. Det ses sa:

det(U) = det(EkEk_l...ElA)
= det(Ey)det(Eg—_1)...det(Ey)det(A)

Siden determinanterne af FE;’erne alle er ikke-nul, sa fglger det at
det(A) = 0 hvis og kun hvis det(U) = 0. Hvis A er non-singular, sa er
U triangular med 1’er ned langs diagonalen og derved er det(U) = 1.
Altsa er A singular hvis og kun hvis det(A) = 0. O]

Note. Adjungerede matrix
Lad A veere en n x n matrix. Den adjungerede af A er saledes en
matrice hvor hver indgang a;; er erstattet med dets kofakter A;; og
matricen er transponeret.
Det fglger sa at:

A(adj(A)) = det(A)I
Og hvis A er nonsinguleer kan det skrives om til:

1
det(A)

1
det(A)

= A( adj(A)) & A" =

adj(A)

Thr. Theorem 2.3.1
(Cramers regel) Lad A veere en n x n nonsingular matrix og lad
b € R". Lad desuden A; veere en matrix skabt ved at “bytte” den i’te
sgjle af A ud med b. Hvis x er en unik lgsning til Ax = b, sa geelder der:

o det(AZ)
 det(A)

T

Fori=1,2,...n.

Bevis. Theorem 2.3.1
Vi starter med at observere vi kan skrive x om til:

r=A"1

1 .
= det(a) AhA®
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Eks.

Hvor adjA er en adjoint matrix af A, hvilket vil sige alle indgange er
udskiftet med deres cofactor og matrixen er blevet transponeret.
Ud fra ovenstaende kan sa ses at fglgende ma gaelde:

o b1 Ay + baAg; + ... + b Ap;
L det(A)
. det(Al)
"~ det(A)

Derved er saetningen bevist.

Cramers regel 2 x 2 matrix
Vi antager vi har fglgende linezere ligningssystem:

axr+by=ecx+dy=f

Som pa matrixform kan skrives:

- a1 =[]

Sa kan x og y findes vha. Cramers regel. Dette bliver sa:

e b
v fodl  ed—bf
“la b| ad-—bc
c d
Og..
a e
e fl _af—ec
v= a bl ad-—be
c d
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7 Egenvardier og egenvektorer

7.1

1.

2.

7.2

Def.

Def.

Disposition
Egenveerdi og egenvektor

Egenrum

. Det karakteristiske polynomium
. Similaritet

. Theorem 6.1.1

Diagonalisering

Theorem 6.3.2

Udspecificering

Egenvaerdi og egenvektor
Lad A € Maty, ,(F). En skalar A € F er en egenveerdi (ogsa kaldet
karakteristisk vardi) for matricen A hvis den opfylder:

[ES

= Ar

Hvor vektoren z kaldes egenvektoren tilhgrende egenveaerdien A og e-
genvektoren ikke er nulvektoren 0

En egenvaerdi har adskillige tilknyttede egenvektorer, men en egen-
vektor har altid kun en egenveerdi. En egenvektor gange en skalar er
f.eks. stadig en egenvektor til samme egenvaerdi.

Komplekse egenveerdier opstar altid i konjugerede par, saledes at hvis
A =a + bi er en egenveerdi for A, sa er den konjugerede af \ ligeledes
en egenveerdi for A.

Egenrummet
Ved omskrivning af definitionen ovenfor far vi:

(A-ADz=0

Lgsningsrummet N (A — AI) er da egenrummet for matricen A. Egen-
rummet bestar af alle egenvektorer til en given egenveerdi.
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Def.

Def.

Def.

Thr.

Det karakteristiske polynomium
Vi kan udregne egenveerdierne for matricen A vha. determinanten for

A — AL Altsa:

det(A— AD) = p(A) = 0

Rgderne til dette karakteristiske polynomium p(\) er sa egenveerdier-
ne.

Geometrisk og Algebraisk multiplicitet
Geo(A) er dimensionen af egenrummet N (A — AJ)
Alg()\) er antal gange en given egenvaerdi optraeder.

Geometrisk og algebraisk multiplicitet er iseer nyttigt ved diagonalise-
ring, da en matrice A er diagonaliserbar hvis og kun hvis den algebraisk
multiplicitet for hver mulig egenveerdi er lig med den geometriske mul-
tiplicitet.

Similaritet

To n x n matricer B og A siges at veere similarer hvis der eksisterer
en nonsingular matrix S saledes at B = S~ AS.

Similaritet betyder bl.a. at similare matricer har samme rank, deter-
minant, karakteristiske polynomium mm.

Theorem 6.1.1

Lad A og B veere n x n matricer. Hvis B er similar til A, sa har de
to matricer samme karakteristiske polynomium og derved ogsa samme
egenvaerdier.

Bevis. Theorem 6.1.1

Lad pa(z) og pp(x) veere de karakteristiske polynomier for henholds-
vis A og B. Hvis B er similar til A, sa eksisterer der en nonsingular
matrix S sadan at B = S™'AS. Derved geelder der:

pp(x) = det(B — \I)

= det(STTAS — \I)
= det(S™(A — \)S)
= det(S™V)det(A — \)det(S)
= pa(z)
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Egenveerdier af en matrix er rgderne af det karakteristiske polynomi-
um. Siden de to matricer har samme karakteristiske polynomium, sa
har de ogsa samme egenvaerdier.

O]

Def. Diagonaliserbar
En n x n matrix A er diagonaliserbar, hvis der findes en nonsingular
matrix X saledes at:

“lAX =

1>
IS

Hvor D er en diagonalmatrix bestaende af A’s egenveerdier og X dia-
gonaliserer A og har A’s egenvektorer som sgjlevektorer.

Thr. Theorem 6.3.2
En n x n matrix A er diagonaliserbar hvis og kun hvis den har n line-
sert uathengige egenvektorer.

Bevis. Theorem 6.3.2
Lad A have n lineeert uathengige egenvektorer (z, ..., z,,) med tilhg-
rende egenveerdier (A1, ..., A, ), saledes vektor z; horer til egenveerdi \;.
Lad sa X veere matricen hvis j’te sgjlevektor er z; for j = 1,...,n. Det
fglger sa heraf, at Az; = A\;jz; er sgjlevektoren for AX. Derved far vi:

AX = (ﬂbﬂ% »@n)

= (A1, AT, ooy AnZy,)

Al 0
= (£17£27"'7£n) )\2
0 An

= :D
Siden X har n linesert uafhsengige sgjlevektorer, sa folger det at X er
nonsingulaer hvorved der geelder:

= 14

-1 D:

[I><
[I><

Lad os sa forestille os A er diagonaliserbar. Sa eksisterer der en non-
singuleer matrix X sadan at AX = XD. Hvis z;, 2, ..., z,, er sgjlevek-
torer af X, sa fglger der:
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Az; = Ny (N = djj)

for ethvert j. Derved, for ethvert j er A; en egenveerdi for 4 og z;
er en egenvektor tilhgrende egenveerdien A;. Siden sgjlevektorne af X
er linesert uafheengige, sa folger det at A har n linesert uafheengige
egenvektorer. a

O
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8

8.1
1

2

at

8.2

Diagonalisering
Disposition

. Egenveerdi og egenvektor

. Similaritet

. Theorem 6.1.1

. Diagonalmatrix

. Diagonaliserbar

. Theorem 6.3.2

Udspecificering

Def. Egenvaerdi og egenvektor

Def.

Thr.

Lad A € Maty, ,(F). En skalar A € F er en egenveerdi (ogsa kaldet
karakteristisk vardi) for matricen A hvis den opfylder:

[ES

T =T

Hvor vektoren z kaldes egenvektoren tilhgrende egenveerdien A og e-
genvektoren ikke er nulvektoren 0

En egenvaerdi har adskillige tilknyttede egenvektorer, men en egen-
vektor har altid kun en egenvaerdi. En egenvektor gange en skalar er
f.eks. stadig en egenvektor til samme egenvaerdi.

Komplekse egenveerdier opstar altid i konjugerede par, saledes at hvis
A =a + bi er en egenveerdi for A, sa er den konjugerede af \ ligeledes
en egenveerdi for A.

Similaritet

To n x n matricer B og A siges at vaere similarer hvis der eksisterer
en nonsingular matrix S saledes at B = S~1AS.

Similaritet betyder bl.a. at similare matricer har samme rank, deter-
minant, karakteristiske polynomium mm.

Theorem 6.1.1

Lad A og B veere n X n matricer. Hvis B er similar til A, s& har de
to matricer samme karakteristiske polynomium og derved ogsa samme
egenveerdier.
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Bevis. Theorem 6.1.1

Def.

Def.

Thr.

Lad pa(x) og pp(z) veere de karakteristiske polynomier for henholds-
vis A og B. Hvis B er similar til A, sa eksisterer der en nonsingular
matrix S sadan at B = S™'AS. Derved geelder der:

pp(x) = det(B — \I)

= det(STTAS — \I)
= det(STHA — \I)S)
= det(S™)det(A — AI)det(S)
= pa(z)

Egenvaerdier af en matrix er rgderne af det karakteristiske polynomi-
um. Siden de to matricer har samme karakteristiske polynomium, sa
har de ogsa samme egenveerdier.

O

Diagonalmatrix
En diagonalmatrix er en matrix hvor:

A _ {aij for i = j,

=nxn 0 ellers
En diagonalmatrix er meget nemmere at arbejde med, da det at ud-
regne A? f.eks. pludselig blot er at tage diagonalindgangene i anden
og at det(A) blot er produktet af diagonalens elementer.
Det er dog ikke alle matricer der er diagonaliserbare.

Diagonaliserbar
En n x n matrix A er diagonaliserbar, hvis der findes en nonsingular
matrix X saledes at:

<
IS

Hvor D er en diagonalmatrix bestaende af A’s egenveerdier og X dia-
gonaliserer A og har A’s egenvektorer som sgjlevektorer.

Theorem 6.3.2
En n x n matrix A er diagonaliserbar hvis og kun hvis den har n line-
ert uafhengige egenvektorer.
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Bevis. Theorem 6.3.2

Lad A have n linesert uafhaengige egenvektorer (z,,...,z,,) med tilhg-
rende egenveerdier (A, ..., A, ), saledes vektor z; horer til egenveerdi \;.
Lad sa X veere matricen hvis j’te sgjlevektor er z; for j = 1,...,n. Det
folger sa heraf, at Ax; = Ajz; er sgjlevektoren for AX. Derved far vi:

AiX = (@17&27 7@77,)

- (Algla )\2£27 ey Anzn)

A1 0
- (g]_)gQ?"')&n) )\2
0 An

=XD

Siden X har n lineeert uafhengige sgjlevektorer, sa folger det at X er
nonsinguleer hvorved der geelder:

D =

HN
H><

Lad os sa forestille os A er diagonaliserbar. Sa eksisterer der en non-
singuleer matrix X sadan at AX = XD. Hvis 2y, 2y, ..., z,, er sgjlevek-
torer af X, sa folger der:

Az; = Nz (N = djj)

for ethvert j. Derved, for ethvert j er A; en egenveerdi for 4 og z;
er en egenvektor tilhgrende egenveerdien )\ Siden sgjlevektorne af X
er linexrt uafhasengige, sa folger det at é har n linesert uafheengige

egenvektorer.
O
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9.1

1.

2
3.
4

9.2

Def.

Def.

Indre produkt

Disposition

Indre produkt

. Norm og ortogonalitet

Theorem 5.4.1

. Theorem 5.4.2

Udspecificering

Indre produkt

Et indre produkt pa vektorrummet V' er en operation pa V der tildeler
et reelt tal til ethvert par af vektorer z og y. Det indre produkt skrives
saledes:

(z,y)

Der galder folgende regler:

I. (z,z) > 0 med lighed hvis og kun hvis z =0
IL. (z,y) = (y,z) for alle x og y i V.
L. {az+ Py, 2z) = alz, z) + By, z) for alle z, y, 21 V og alle skalarer
«a og [.

Et vektorrum V med et indre produkt kaldes et indre produktrum.
Som eksempel har R™ det indre produkt defineret som (z,y) = y”z.
Det indre produkt for de komplekse tal er defineret som:

(u,v) = Z Wv;
i=1
Desuden gzelder der for C* at: (u,v) = (v, u)

C" har det indre produkt defineret som (z,y) = y"z.

Norm og ortogonalitet
Hvis v er en vektor i et indre produktrum V', sa er dennes leengde, aka.
norm, givet ved:

o] = Vv, v)

To vektorer v og u siges at veere ortogonale safremt (v, u) =0
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Thr. Theorem 5.4.1
(Pythagoras)Hvis u og v er ortogonale vektorer i et indre produktrum
V', sa gaelder der:

[+ 0l[2 = [ful* + ||o]]*

Bevis. Theorem 5.4.1
Vi skriver blot udtrykket foroven op og splitter det op:

Hu—i—’UHQ:(u—f—v,u—i—v)
= (u,u) + 2(u,v) + (v,v)
= |[ul® + [Jv|[?

Altsa geelder Pythagoras’ lov for et givent indre produktrum.
O

Thr. Theorem 5.4.2
Hvis u og v er tilfeeldige vektorer i et indre produktrum V', sa gaelder
der:

[(w, v)| < [[ull[]v]]
Hvor lighed finder sted hvis og kun hvis u og v er linezert afhsengige.

Lemma. Egenskaber for projektionsvektorer u,v € V og p er projek-
tionen af u pa v.

1. uw — p og p er ortogonale

2. u = p hvis og kun hvis u = av

Bevis. Theorem 5.4.2
Hvis v = 0, sa er det trivielt at se, at:

[(u, v} = 0 = [[u][[]v]]
Hvis v # 0, sa lader vi i stedet p vaere en vektorprojektion af u pa v.
Siden p er ortogonal til u — p, sa folger det af Pythagoras at:

1pI1? + |u = pl|* = ||ul?
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Derved far vi:

({u, v))?

e [Ipl* = [l = |u — pI?

og derved bliver dette:

(Gu, 0))? = [ful Ploll* = [Ju = plP[lo]* < [[ull?[0]

Hvorved vi til sidst far:

[(w, 0] < [[ul[[]o]|

Hvor lighed kun er gaeldende nar v = p og det folger der af lemmaet,
at ligheden gaelder hvis v = 0 eller u = aw - altsa hvis u og v er linezert
afhaengige.

O]
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10 Ortogonalt komplement og projektion

10.1 Disposition

1. Ortogonalt komplement
2. Theorem 5.2.4

3. Korollar 5.5.9

4. Projektionsmatrice

5. Bevis for unikhed

10.2 Udspecificering

Def. Ortogonalt komplement
Lad W veere et underrum af R”. Saettet af alle vektorer i R” som er
ortogonale pa alle vektorer i W kaldes det ortogonale komplement af
W og skrives W+.

Wt ={veR"(u,v) =0 Yuec W}

Dette medfgrer desuden:

(i) W er et underrum af R™.
(i) dim(W+) =n — dim(W).
(iii) (W)* - hvilket betyder det ortogonale komplement af W+ er
w.
(iv) Enhver vektor b i R™ kan blive udtrykt unikt ved b = by, + by,
for b, i W og by, i w+.

Disse egenskaber bensevnes uden bevis.

Thr. Theorem 5.2.4
Hvis S er et underrum af R", sa er (S+)*+ = S.

Bevis. Theorem 5.2.4
Hvis = € S, s& er x ortogonal til hver y i S*. Derfor er z € (S1)* og
derved er S C (S+)*. P4 den anden side, forestil dig z er et arbitraert
element af (S+)*. Fordi R" = S @ S*, s kan vi skrive z som en sum
u 4w, hvor u € S og v € S*. Siden v € St er ortogonal i forhold til
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bade u og z. Sa folger det at:

0=0v"2=0vTu+vTv =00

og derved er v =0. Sa z = u € S og derved er S = (S+)*. O

Thr. Korollar 5.5.9
Lad S veere et ikke-nul underrum af R™ og lad b € R™. Hvis {uy, ug, ..., ug }
er en ortonormal basis for S og U = (u,ug, ..., u), sa er projektionen
p af b pa S givet ved:

p=UUTY

Bevis. Korollar 5.5.9
Det folger af et andet Theorem (5.5.8), at en given projektion p af b
pa S er givet ved:

p=ciuy + cous + ... + cpur = Uc

Hvor:

Derved har vi:

p=UUTY
O

Def. Projektionsmatrix
Matricen UUT i Korollar 5.5.9 er en projektionsmatrix til et underrum
S af R™. For at projektere en given vektor b € R™ pa S behgver vi
blot finde en ortonormal basis {uj,usg,...,ur} for S, forme matricen
UUT og gange den med b. For enhver projektion af b pa S er denne
projektionsmatrix unik.
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Bevis. Bevis for unikhed
Hvis P er en projektionsmatrice tilhgrende et underrum S af R™, sa

er projektionen p af b pa S unik.
Hvis @ ogsa er en projektionsmatrice tilhgrende S, sa er:

Qb=p=Pb

Det folger heraf at:

q; = Qe; = Pe;p,
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11 Ortogonale og ortonormale baser
11.1 Disposition

1. Ortogonalt seet

2. Basis

3. Ortonormalt st

4. Theorem 5.5.1

5. Theorem 5.5.2

11.2 Udspecificering

Def. Ortogonalt sset
Et seet af vektorer {vq,vg,...,vn} er ortogonale safremt:

(vj,v;) =0 for i

Et sadant seet er en basis hvis det opfylder definitionen for en basis,
altsa:

Def. Basis
Seettet {vi,v,...,un} er en basis for V hvis disse er indbyrdes linesert
uafheengige og spanner V.

Def. Ortonormalt sat
Et seet af vektorer {vi,vg,...,u,} er ortonormalt hvis:

(i) Seettet er ortogonalt

(ii) Seettet bestar af enhedsvektorer aka. er normeret:

1 fori=yj,
Vi, Vs :6 =
(v 7J> “ {0 ellers

Thr. Theorem 5.5.1
Hvis {v1,va,...,v,} er et ortogonalt set af ikke-nul vektorer i et indre
produktrum V, s& er vy, vs, ..., v, linesert uathaengige.
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Bevis. Theorem 5.5.1
Lad os forestille os vy, va, ..., v, er ortogonale ikke-nul vektorer og:

civ1 +cove + ...+ cpv, =0

Hvis 1 < j < n sa ved at tage det indre produkt af v; pa begge sider
af udregningen fas:

c1(vj,v1) + c2(vj,v2) + ... + cp(vj, vp) =0

¢jllvl|* =0

Og derved ma alle skalarer cq,co,...,c, veere 0 - altsa er vy, vs,...Un
linezert uatheengige.
O

Thr. Theorem 5.5.2
Lad {u1,us, ..., un} veere en ortonormal basis for et indre produktrum
V. Hvis der sa geelder:

n
v = E C;u;
i=1

Sa er ¢; = (v, u;).

Bevis. Theorem 5.5.2
Vi udregner egentlig blot (v, u;):

n

n n
(v.w) = QO equgw) = 3 eslugw) = 3 edi =
Jj=1 j=1

i=1
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12 Ortogonale og unitaere matricer

12.1 Disposition
1. Ortonormalt szet
2. Ortogonalmatrix
3. Theorem 5.5.5

Uniteer matrix

Hermitisk matrix

Schurs theorem

N o e

Spektralssetningen

12.2 Udspecificering

Def. Ortonormalt saet
Et seet af vektorer {vq,va,...,v,} er ortonormalt hvis:

(i) Saettet er ortogonalt

(ii) Seettet bestar af enhedsvektorer aka. er normeret:

(0,0} = 61 = {1 for i = j,

U 0 ellers

Def. Ortogonalmatrix
En matrix Q,,x, er en ortogonalmatrix, safremt dens sgjlevektorer ud-
ggrer et ortonormalt saet i R™.
Der gaelder for en ortogonalmatrix A at ATA = I.

Det, geelder desuden at [|Qx[|? = ||z]|?, og at (Qz, Qy) = (Qy)T(Qx) =
y QT Qu = (x,y).

Thr. Theorem 5.5.5
En n x n matrix @ er en ortogonalmatrix hvis og kun hvis QTQ =1

Bevis. Theorem 5.5.5
Definitionen giver, at en n x n matrix er ortogonal hvis og kun hvis
sgjlevektorerne opfylder:

T =6 = 0 for ¢ # j,
== “ 1 fori=3j
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Def.

Def.

Thr.

Saledes er @ ortogonal hvis og kun hvis QTQ =1
B S O

Unitsere matricer

En matrix Uy, er en uniter matrix safremt dens sgjlevektorer udggr
et ortonormalt seet 1 C™.

Saledes geelder der, at en matrice udelukkende er uniteer safremt der
geelder at: UHU = 1.

Hemitisk matricer

Lad M = (m;) veere en m x n matrix med komplekse indgange. Matri-
cen M siges at veere hermitisk safremt matricen konjugeret og trans-
poneret er lig sig selv. Vi skriver dette som M = M*.

Pa denne made er en hermitisk matrice det samme som en reel sym-
metrisk matrice.

Der geelder desuden at egenveerdierne af en hermitisk matrice alle er
reele.

Schurs theorem
For enhver n x n matrix A, eksisterer der en uniteer n x n matrix U,
saledes at U H AU er gvre trianguleer

Bevis. Schurs theorem

Vi beviser Schurs theorem vha. induktion i n.

n=1

At det geelder for n = 1 er trivielt, da en 1 x 1 matrix allerede pr.
definition er triangulser og det derfor er paent nemt at finde en uniteer
matrice der sgrger for den bliver ved med at veere det.

Induktionshypotese
Som induktionshypotese antager vi at pastanden geelder for k£ x k.

n=k+1

Vi definerer A som veerende en k + 1 X k + 1 matrix, hvor A; er en
egenvaerdi og wy er en tilhgrende enhedsegenvektor.

Vha. Gram-Schmidt konstrueres en ortonormal basis for C**! besta-
ende af vektorerne {wy,ws, ..., wg41}.

Hvis W sa er en matrice med dette szt som sgjlevektorer, sa er W
uniteer.

Den forste sgjle i WHAW er sa:

WH Aw, = \WHw = M\ey
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Derved har matricen W AW formen:

)\1 r ... T

wHaw = | 0
: M

- 0 -

Hvor M er en k x k matrix. Vha. induktionshypotesen ved vi der findes
en uniteer k x k matrix V7 saledes at VlH MVy =T er gvre trianguleer.

Vi danner sa V:

_i 0 . 0
v=120
: i
- 0 -
Som sa er uniteer og:
[\ |z z |
VAWHAWY = | 0
: VMV,
- O -
[\ |z x|
-1 0
. T1
- 0 -
=T

Som sa er gvre trianguleer. Vi lader sa nu U = WV. Da er U sa uniteer

siden:
Uy = wv)Ewv = vEwWHEwY =1
OgUMAU =T O

Note. Schur decomposition
Faktoriseringen A = UTU¥ bliver ofte kaldt Schur decompositionen

af A.
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Thr. Spektralsaetningen
Hvis A er hermitisk, sa eksisterer der en uniteer matrix U der diago-
naliserer A.

Bevis. Spektralsaetningen
Vha. Theorem 6.4.3 ved vi der eksisterer en uniteer matrix U séaledes
at UM AU =T, hvor T er gvre diagonal. Det fglger derfor:

T = (P A = U ARy =UHAU =T

Altsa er T hermitisk og ma derved ogsa veere diagonal.
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13

Uniteer diagonalisering

13.1 Disposition

1.
2.
3.
4.

Hermitisk matrix
Uniteer matrix
Schurs theorem

Spektralssetningen

13.2 Udspecificering

Def.

Def.

Thr.

Hemitisk matricer

Lad M = (mjj;) veere en m x n matrix med komplekse indgange. Matri-
cen M siges at veere hermitisk safremt matricen konjugeret og trans-
poneret er lig sig selv. Vi skriver dette som M = M.

Pa denne made er en hermitisk matrice det samme som en reel sym-
metrisk matrice.

Der galder desuden at egenveerdierne af en hermitisk matrice alle er
reele.

Unitsere matricer

En matrix U, «, er en uniteer matrix safremt dens sgjlevektorer udger
et ortonormalt seet 1 C™.

Saledes geelder der, at en matrice udelukkende er uniteer safremt der
geelder at: UHU = 1.

Schurs theorem
For enhver n x n matrix A, eksisterer der en uniteer n X n matrix U,

saledes at U H AU er gvre trianguleer

Bevis. Schurs theorem

Vi beviser Schurs theorem vha. induktion i n.

n=1

At det geelder for n = 1 er trivielt, da en 1 x 1 matrix allerede pr.
definition er triangulser og det derfor er psent nemt at finde en uniteer
matrice der sgrger for den bliver ved med at veere det.

Induktionshypotese
Som induktionshypotese antager vi at pastanden gzelder for k£ x k.

n=k+1
Vi definerer A som vaerende en k + 1 x k + 1 matrix, hvor Ay er en
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egenvaerdi og wy er en tilhgrende enhedsegenvektor.

Vha. Gram-Schmidt konstrueres en ortonormal basis for C**! besta-
ende af vektorerne {wi,ws, ..., wgi1}.

Hvis W sa er en matrice med dette seet som sgjlevektorer, sa er W
uniteer.

Den forste sgjle i WHAW er sa:
WH Aw, = \WHw = M\eg

Derved har matricen WH AW formen:

)\1 r ... T

wHAaw = | 0
: M

- 0 -
Hvor M er en k x k matrix. Vha. induktionshypotesen ved vi der findes
en uniteer k x k matrix V] saledes at VIH MVy =Ty er gvre trianguleer.

Vi danner sa V:

%1

Som sa er uniteer og:

M|z T

VEwWHEAWY = | 0

I
~
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Som sa er gvre trianguleer. Vi lader sa nu U = WV. Da er U sa uniteer
siden:

Uy = (w)HEwv = vEWH WY =1
OgUHAU =T O

Note. Schur decomposition
Faktoriseringen A = UTUH bliver ofte kaldt Schur decompositionen
af A.

Thr. Spektralssetningen
Hvis A er hermitisk, sa eksisterer der en uniteer matrix U der diago-
naliserer A.

Bevis. Spektralsaetningen
Vha. Theorem 6.4.3 ved vi der eksisterer en uniteer matrix U saledes
at UNAU =T, hvor T er gvre diagonal. Det fglger derfor:

T = (P AN = U ARy =UHAU =T

Altsa er T hermitisk og ma derved ogsa veere diagonal.
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14 Kvadratiske former

14.1 Disposition

1. Kvadratiske former

2. Grafen for en kvadratisk form
3. Theorem 6.6.1

4. Definit

5. Theorem 6.6.2

14.2 Udspecificering

Def. Kvadratiske former af 2 variable
En kvadratisk ligning i 2 variable er pa form:

az® + 2bxy + cy? +dr +cy+ f=0

eller pa matrixformen:

Lad:

o[

Da er den kvadratiske form tilhgrende den fgrste ligning:

T Az = az® + 2bxy + cy?

OBS: Kvadratiske former kan selvfglgelig sagtens generaliseres til n
variable, dog er det ikke noget vi vil give os i kast med.

Note. Grafen for en kvadratisk form
Grafen for en kvadratisk form kaldes en konisk sektion og har fglgende,
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sakaldte, “standard” former:

Cirkel: 2 + ¢ = 12
2 2
. X )
Ellipse: 2 + @ =1
2 2 2 2
Y U
Hyperbel. ? — @ =1 el. a2 — @ =1

Parabel: 22 = ay el. y? = ax

Koefficienter kan sa bruges til at skubbe horizontalt og vertikalt, og
sa rotation af grafen.

Thr. Theorem 6.6.1

Principal Axis Theorem Hvis A er en symmetrisk n X n matrix, s
kan man skifte varible:

Saledes at:

:cTéx = gTQu

Hvor D er en diagonal matrix.

Bevis. Theorem 6.6.1

I det A er symmetrisk giver korrolar 6.4.5 at der eksisterer en ortog-
onalmatrix @ der diagonaliserer A, siledes at QTQ = D. Hvis vi s&

saetter u = QTQ, sa far vi £ = Qu og:

2" Az = u" Q" AQu = u" Du

O

Def. Definit

For en kvadratisk form f(z) = 27 Az, s& er den definit hvis f(z) ikke
skifter fortegn nar x varierer over R™!
Lad A € Mat,, ,,(R) og veere symmetrisk. Da er den:

Positiv definit : f(z) >0
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Thr.

Negativ definit : f(z) <0

Positiv semidefinit : f(z) >0

Negativ semidefinit : f(z) <0

Indefinit : Hvis fortegnet skifter (aka. f(z) er ikke definit)

Hvorvidt en given matrix A er positiv, negativ eller in-definit kan
bestemmes ud fra dens egenveerdier.

Theorem 6.6.2
Lad A veere en symmetrisk n X n matrix. Sa er A positiv definit hvis
og kun hvis alle dens egenveerdier er positive.

Bevis. Theorem 6.6.2

Hvis A er positiv definit og A\ er en egenveerdi til A, sa for enhver
egenvektor x tilhgrende A\ gaelder der:

el Az = MaT'e = \||z|)?
Derved har vi:

T Az

A=
|||

>0

Lad os forestille os alle egenveerdier af A er positive. Lad sa {z1, ..., x,}
veere et ortonormalt szt af egenvektorer af A. Hvis x er enhver ikke-
nul vektor i R™, sa kan x skrives pa formen:

r=aoa1x1 +asxrs + ... + apTy

hvor der geelder:

a;=zlz; fori=1,...n

og:

> (ai)? =[] >0

=1
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Det fglger heraf:

2l Az = (11 + ... + anazn)T(al/\lxl + o FanAnTy)

= ()’
i=1
> (min\)||z||* > 0

Ergo er A positiv definit.
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15 Linesere differentialligninger
15.1 Disposition

1. Linezert differentialligningssystem

2. Bevis for lgsningsform

3. Bevis for linearkombinationlgsning

4. Hgjere ordenssystemer

15.2 Udspecificering

Def. Linesert differentialligningssystem
Linesere differentialligningssystemer er defineres som:

yi =anyr +ay2 + ... + apYn
yé = a21y1 + a2y2 + ... + a2nYn

Y, = n1Y1 + an2y2 + .. + Anntn

Hvor y; = fi(t) er en funktion i C|a, b]Vi.

Eller skrevet pa matrixform:

Y' = AY
hvor:
KA
Y' =] :
v,
(a1 a1z ... am
A= :
| Anl  Qn2 Ann
_y1
Y=|:
Un
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Def. Lgsningsform
For n = 1 kender vi lgsningen som:

at

y' = ay = y(t) = ce

Indfgrer vi i stedet for generel lgsning for n > 1, sa far vi:

Bevis. Bevis for lgsningsform
For at se om det er en lgsning finder vi Y’ = \eMz = \Y.
Hvis vi veelger A til at veere en egenveerdi for A og x den tilhgrende
egenvektor, sa far vi:

AY = eMAz = \eMz = \Y =Y/

Altsa er det en lgsning.
O

Def. Lineserkombination er ogsa en lgsning
Hvis Y7 og Y5 begge er lgsninger til Y/ = AY, sa er linescerkombinatio-
nen af disse ogsa en lgsning.

Bevis. Bevis for lineserkombinationen
Vi kan nemt bevise dette ved blot at lave nogle udregninger.:

(aY1 + BY2) = aY] + BYs
= aAY) + BAY,
= A(aY) + (Y2)

Altsa er lineserkombinationen af lgsninger ogsa en lgsning.
O

Note. Komplekse egenvaerdier
Lad A € C vaere en kompleks egenveerdi til A € Mat,, ,,(R) der reprae-
senterer et linesert differentialligningssystem og lad x veere en tilhg-
rende egenvektor. z kan da splittes op i en reel og en imaginer del:

Re(x1) +ilm(xq) Re(zy) Im(xy)

x = : = : +i : = Re(x) + iIm(x)
Re(xy) +iIm(xy,) Re(xy,) Im(zy)
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Def. Hgjere ordenssystemer
Lad et hgjere ordenssystem vaere givet ved:
Y" = A1)+ A2Y2/

Da det er besveerligt at arbejde med, kan vi ggre til et fgrste ordens
system ved at seette:

Yn+1 = Yll
Yn+2 = YQI
Yo, =Y,
Y1 Yn+1
Hvis vi lader V1 =Y = : ogYo=Y'= : . Sa har vi:
Yn Yon

Yi’ =0Y; + 1Y,
Y2/ = A1Y] + A)Ys

Og pa matrixform:

nm|_| 0 I Y1

Y Ay Ag Y2
Safremt Y7(0) = Y(0) og Y2(0) = Y’(0) er givet har systemet en unik
lgsning. Et problem i denne form kaldes et initial value problem.

N~

52



16

Stokastiske Matricer

16.1 Disposition

1.

2.

Stokastisk proces
Stokastiske matrice
Markov Kaede
Theorem 6.3.3
Dominant egenvaerdi

Theorem 6.3.4

16.2 Udspecificering

Def.

Def.

Def.

Stokastisk proces

En stokastisk proces er en sekvens af eksperimenter, for hvilke udfal-
det pa ethvert stadie afheenger af sandsynlighed.

En Markov Proces er en stokastisk proces der opfylder:

1. Seettet af mulige udfald pa ethvert stadie er endeligt.

2. Sandsynligheden for det naeste udfald/stadie atheenger udeluk-
kende af det foregaende stadie

3. Sandsynlighederne er konstante over tid

Stokastisk matrix

Sandsynlighederne i en stokastisk proces beskrives i en transitionsma-
trice, der for enhver tilstand T; bestemmer hvordan forholdene vil veere
i tilstand 754 1.

En sadan transitionsmatrix kaldes en stokastisk matrix safremt der
dens sgjlevektorer bestar af sandsynlighedsvektorer - altsa at hver sgj-
le har en sum pa 1 og alle indgange er ikke negative.

Markov Kaede

En Markov Keede bestar saledes af en reekke state-vektorer xo, ..., Tn,
hvor zg kaldes vores initielle vektor og bestar af forholdet mellem ob-
jekter i starten af keeden.

Man kan bestemme fremtidige state-vektorer ved at udregne:

Ty = A"zg forn=1,2,..
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Men det er nemmere at bruge egenvaerdierne og egenvektorerne af A
til at bestemme fremtidsstadier af markov keeden. Hvis man kan dia-
gonalisere A, saledes:

A=YDYy !

Sa kan state vektorerne findes ved at udregne:
T, =YD"Y

En Markov Kaede vil ofte, men ikke altid, konvergere mod en steady-
state vektor.

Thr. Theorem 6.3.3
Hvis en Markov keede med en n x n transitionsmatrix A konvergerer
mod en steady-state vektor x, sa geelder der:

(i) « er en sandsynlighedsvektor
(ii) A1 = 1 er en egenveerdi til A og x er en egenvektor tilhgrende ;.

Bevis. Theorem 6.3.3
Vi beviser kun del 1.:

Bevis af (i)
Lad os opskrive den k’te state-vektor i keeden som x, = (:cgk), :Uék), e :U%k))T.
Veerdierne i xj, er saledes ikke-negative og summerer op til 1. For et-
hvert j, der opfylder den j’'te indgang af greensevektoren x:

z; = lim xﬁk) >0

k—oo
0g..:
T+ + .t x, = klim (xgk),:rgk), .--,$£Lk)) =1
—00

Altsa er steady-state vektoren z en sandsynlighedsvektor.
O

Note. Dominant egenveaerdi
Markov kaeder konvergerer ikke altid mod en steady-state vektor. Men
hvis transitionsmatricen A har A\ = 1 dominant egenverdi, sa er det
garanteret markov kaeden konvergerer mod en steady state vektor x.
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Thr.

En egenveerdi \; siges at veere dominant, hvis der for alle andre egen-
veerdier til A geelder:

IAj| < |M\| forj=2,3,..,n

Theorem 6.3.4

Hvis A1 = 1 er en dominant egenveerdi af en stokastisk matrice A, sa
vil Markovkeeden med transitionsmatrix A konvergerer mod en steady-
state vektor.

Bevis. Theorem 6.3.4

I det tilfeelde at A er diagonaliserbar, lad y; veere en egenvektor tilhg-
rende A\; = 1 og lad Y = (y1, %2, ..., yn) veere en matrix der diagona-
liserer A. Hvis E er en n X n matrix hvis (1,1) indgang er 1 og hvis
tilbageveerende indgange alle er 0, sa gaelder der at nar k£ — oo:

Hvis zg er enhver initial sandsynlighedsvektor og ¢ = Y 12, sa har vi:

T = Akxo = YDkY_1$0 = YDkC —YFEc= Y(clel) = C1U1

Altsa er c1y;1 steady-state vektoren for Markovkaeden.
I tilfeelde af transitionsmatrixen A er defektiv (kan ikke diagonali-
seres), med dominant egenvaerdi \; = 1, sa kan man stadig bevise
seetningen vha. andre mekanismer der ligger udenfor pensum.

O
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