Algoritmik eksamen
sommeren 99

4 timers skriftlig prove

Opgave 1 (30%)

Betragt folgende strgmningsnetvaerk (tallene pa kanterne angiver kapaciteterne,

c):

Strgmningsnetveerk N med kapaciteter (¢) pa kanterne.

Betragt fglgende strgmning f i N:




En strgmning f i netvaerket N.

Spgrgsmal 1A
Hvad er f({s,1,2,3,4},{5,6,7,8,t}) 7

Spgrgsmal 1B

Hvad er ¢({s,1,2,3,4},{5,6,7,8,t}) 7

Spgrgsmal 1C

Hvad er kapaciteten af et minimalt snit i N?



Opgave 2 (20%)

Binaere traeer, udvidet med to ekstra pointere, kan bruges til at implementere
en datastruktur, der understgtter fglgende operationer pa meengder af ele-
menter taget fra et univers med ordning;:

init(S, e) Danner en struktur S, der kun indeholder e.
insert(S,e) Tilfgjer e til strukturen S.

report(S,e) Rapporterer alle elementer i S, som er mindre end
e (reekkefglgen af elementerne, der rapporteres, er

ligegyldig).

Hver maengde implementeres ved et bingert trae indeholdende elementer i
heap orden. Dvs at et element i en knude er mindre end elementerne lagret i
eventuelle efterfglgere. Hver knude indeholder udover et element tre pointere.
En up-pointer, som peger pa knudens forgenger. En left- og en right-pointer,
der peger pa henholdsvis venstre og hgjre efterfglger. De to ekstra pointere
er root, som peger pa roden og rightmost, som peger pa det element man nar
ved at starte i roden og fglge right-pointere sa langt som muligt.

Eksempel:

rot

rightmost

Et bingert tree T med tilhgrende pointere.

I treeet T' ovenfor er elementerne i a stgrre end 4 og ordnet i heap order
indbyrdes, elementerne i b stgrre end 26 og ordnet i heap order indbyrdes,
0.8.V.

init(S, e) implementeres ved at oprette en enkelt knude indeholdende e og
lade de to pointere root og rightmost pege pa denne knude. wup-, right- og
left-pointerne i knuden seettes til nil.



Spgrgsmal 2A

Antag at en maengde er repraesenteret ved et bingert trae i heap orden samt
to pointere, som angivet ovenfor. Gor rede for hvordan report(S,e) kan im-
plementeres, sa der hgjst indgar 2k + 1 sammenligninger mellem elementer,

hvis der rapporteres k elementer. -

insert(S, e) implementeres ved at starte ved elementet, som rightmost-pointeren
peger pa og folge up-pointerne mod roden indtil man mgder en nil-pointer
eller et element é, der er mindre end e.

Hvis en nil-pointer mgdes er e mindre end alle elementer i S sa e ggres til
ny rod, som far den gamle rod r som venstre efterfglger. root og rightmost
saettes til at pege pa e. Hvis man mgder et element é, der er mindre end
e, gores €’s hgjre efterfglger til e’s venstre efterfolger hvorefter e ggres til en
ny hgjre efterfglger af é. rightmost settes igen til at pege pa e. Se tegning
nedenfor.

Folgende tegning viser resultatet af at henholdsvis insert(T), 2) og insert(T, 37)
pa traeeet T fra eksemplet pa forrige side.

root % rightmost
4

rightmost

Spgrgsmal 2B

Vis, at init(S,e) efterfulgt af m insert(S,-) operationer kraever hgjst 2m

sammenligninger mellem elementer. -



Opgave 3 (20%)

Lad MODyDISTINCT (z1, s, ..., x,) veere afggrlighedsprobemet defineret
ved:

Givet n reelle tal x1, 2o, ..., 2,.
Geelder der for alle i # j at (|j —i| mod k = 0) = (z; # x;)?

Bemaerk, at MODDISTINC'T er identisk med problemet element distinct-
ness fra noterne.

Spgrgsmal 3A

Vis, at i den lineszere beregningstreemodel er ©(nlogn) en nedre graense for

problemet MODyDISTINCT (x1,xa, ..., Ty,). -

Spgrgsmal 3B

Vis, at i den linesere beregningstraemodel er 2(nlogn) en nedre graense for

problemet MOD ;DISTINCT (x1, 22, ..., Ty). -



Opgave 4 (30%)

Lad v = (v1,v9,...,0%) 0g W = (wy,ws, ..., wy) veere to vektorer af samme
storrelse k.
(G, 7, ) en router fra U til & hvis og kun hvis folgende er opfyldt:

e G = (V,E) er en orienteret graf.
o {vy,vy,..., 0} 0g {wy,ws, ..., w} er delmeengder af V.

e Der findes der k knudedisjunkte veje der forbinder v; med wq, v, med
wa ... v med wy.

Pa folgende tegning er grafen til venstre ikke en router, mens den til hgjre er
en router ((vy,wy), (V2 — uy — wy) og (v3 — u; — ws) er tre knudedisjunkte
veje fra vy til wy, v til we, vy til w3).
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ROUTER er problemet:

Givet en orienteret graf G = (V, E) og vektorer v = (vy,vs,...,vx) 0g
W = (wy,wy, ..., wy) saledes at {vy, vy, ..., v} og {wy,ws, ..., w} er
delmeengder V. Er (G, 7, &) en router?

I det fglgende defineres en afbildning F' fra logiske udtryk i konjunktiv nor-
malform med 3 literaler i hver klausul, til orienterede grafer.

Pa et logisk udtryk ® med m klausuler over n variabler kan F'(®) beskrives
som fglger:



For hver af de n variabler x; (i =1,2,...,n) i ® er der to knuder v; og
w; 1 grafen F(®).

For hver klausul C; (j = 1,2,...,m) 1 ® er der ligeledes to knuder v,,;
08 Wy4; 1 grafen F(P).

Til hver af de 3m literaler, ajs (j = 1,2,...,mog s =1,2,3) 1 ® svarer
en knude u;s i F(P).

Mellem v; og w; svarende til variabel x; er der to knudedisjunkte veje
i F(®). Den ene passerer alle de knuder u;,, der svarer til forekomster
af z; i klausulerne. Den anden passerer alle de knuder u;,, der svarer
til forekomster af Z; i1 klausulerne.

Mellem v,,; 0g w,; svarende til klausul C; er der tre knudedisjunkte
veje af leengde 2. De gar gennem hver af de tre knuder w;, ujo og u;s3.

Eksempel

Hvis @ = (21 Va3 VT2) A2 VI3 Ve ) A(x2 VT3 VET) er F(P) en graf med knuder
{vr, v, .. v fU{wr, wa, . .. wr U {ur, uig, urs, Ust, Usga, Uos, Us, Usz, Usg} OF
kanter, der giver anledning til folgende delgrafer af F'(®):

0g
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Spgrgsmal 4A

Vis, at [’ kan danne basis for en logspace-reduktion fra 3SAT til ROUTER
og dermed at ROUTER er N P-fuldsteendigt (N P-complete). Der kreeves

ingen argumentation for at I’ kan beregnes i logaritmisk plads. -

En orienteret graf har dybde d, hvis den maksimale vejleengde i grafen er
hgjst d. (Leengden af en vej er antallet af kanter, der indgar i vejen).

d-ROUTER problemet er:

Givet en orienteret graf G = (V, F) med dybde d samt vektorer v =
(v1,v9,...,0%) 0g W = (wy,ws, ..., wy) saledes at {vy,vq,..., v} Og
{wy,ws, ..., w} er delmeengder af V. Er (G, U, ) en router?

Spgrgsmal 4B
Vis, at 3-ROUTER er N P-fuldsteendigt.

Spgrgsmal 4C
Vis, at 22ROUTER eri P.



